Voisinages tubulaires dans les topos localement annelés.

Soit {X»QX) un topos localement annelé. Soit(qung) le Specitre de

QX , qui est donc un topos localement annelé, muni d°’un morphisme de %oposi

ennelé (morphisme pas nécessaﬁremen' "o2dmissible™)
p: X' X

(adnissibles ou non) ;
jouant un rdle 2-universel pour des morphismes de topos Iocalement annelés.

o

dens X. De cette propriété universelle on déduit une "sectlont

canonigue

¢ X — X°
(définie & isomorphisme unique pres), qui est un morphisme admissible

de topos localement annelés, avec un isomorphisme donné

pirﬁ@x

A prouver:
1) €—1(9K@)—-» O est un igsomorphisme. (NB nous désignons par El—l

le foncteur imsge inverse Qe faisceaux en tant que Faisceaux d'ensembles, |

pour le dirtingucr du C§pour Yec Fzis ceaux de modules). :

2) Pour toutb faisceau dtensembles (resp. de groupes, resp. de groupesé

commutatifs) F® cur X!, 1lapplication canonique
¢ mlme,F) — BN, CTHEY))

est un isomorphisme pour %=0 (resp. pour #¢1l, resp. pour tout i},
i \

Soit maintenant J un Idéal de X, G = gx/g , Y le topos résiduel

Y
z “YTouvert de nullité de QY v dans X (plus grand scus-objet de l'objet

2

final sur leguel QY induit 0 ), quon regarde comme annelé par Sy e Soit
i3Y —X le morphisme (admissible) d'inclusion. Alors

-1 -

1) - Oy
st un épimorphisme, de noyau i’l(g}o Ceci posé, on appelle voisinage

tubtleire de Y dans X le topos localement annelé Spec(i«l(gx}ﬁ ; Soitlﬁl;




On a donc un morphisme (non nécessairement admissible)

pe X — (L,17He))

et un morphisme admissible “"section®

£: (T,17H(0,)) — X,

induisant (en admettant 1) ) un isomorphisme

e =eTHE)
Nous nous intéresserons plus particulidrement au morphisme conposé
i=df: Y —X (oo oo (08— L7 T ley))

A prouver:
S

3) Moyennant i, Y s'identifie encore 2 un®sous-topos localement
annelé fermé de %“ i.e. peut se définir (& équivalence de %topos pres)
comme Y dans X moyennant i, par un Idéal sur %. (En fait, cette asqertiOVf
revaént & dire simplement que, indépendamment des structures amnelées
sous=Jjacentes, i permét d*identifier ¥ & un topos résiduel; et pour ceci,§
on peut se ramener au cag ou J=0, i.e. avec les nokations du début, &
prouver que i X — X’ = bpec(OX) identifie X & wn topos résiduel de

X%,

NBE  On peut donc encore former le voisinage tubulaire de T dans
R

o On constate qu'il est canoniquement équivalént & X lui~-méme, ax respec

tant de plus les immersions canoniques de Y dans l'un et 1'autre: 1'opéra-

\\QM'U' '\’7
g % o N ey K/L/J'T\/\a)*-a

tion "v0141nage fubulaire®™ est 1demp0uente g

Si J de e fini 777
4) <YSUT%~T—§§EfaI“ceau* }

ensembles BX (resp. de groupes, resp. de
LT 2 L)<

groupes commutatifs) sur X, F son image inverse sur X alors 1'homomorphi

-

K\\\\ me uvgnonique de faisceaux sur Y

() 14 la i oy @ f
Y - X n, ! n.s

R1°(F) —s R1L°(F) i

»r/’m"‘“""—’_""""" B '

pour n=0 (resp. pour n 1, resp. pour tout n) est un isomorphisme.

NB 4) Ne peut &tre vrai en gé1éral sans hypothése sur Jd (prendre X
et T annelés par le méme corps constant ....).




Varisntes €tales. Reprenons la situaiion du début, mals en supposant

QX strictement local, et désignons maintenant par X' son "Spectre dtale®. ;
Alors on a encore une gection ¢ : X —— X", relativement & laguelle on
peut se proposer de prouver les assertions correspondant & 1) et 2). De

méme, lorsqu‘on se donne un sous-tepesE localement anneld fermé Y de X,

&
/

on introduira son voisinage tubulaire é%ale comme étant le mpectre étai@§f§
de (Y,i-l(QX)), on trouve encore undiagramme commutdtif (=) de topos
(st:ictement) localement annelés, pour lequel il y a lieu de prouver les
assertions analogues & 3) et 4). Il y a lieu de se demander également

si 1'on pcut remplacer les spectres détales par les specires fppf.

Application & l°'hcomomorphisme de Gysin. Donnons-nous encore un topos

localement annelé X, un sous-topos- localement annelé Y défini par un Idéal?
<?§;%EEE;; g‘ﬁgw}aisceau d'anneaux sur X (sans rapport avec 0% & prioris :
dans le cas qui nous intéresse au premier chef, A sera constént), et suppg?
- sons qu'il existe un entier d& (jouant le r8le d'uné.codimension de Y dans é
X) tel qu'on ait des relations "de pureté®
EMa)=0  pour nid .
On en déduit donc des isomorphismes
By (%,4) = B7%(y,1) oh T = ﬁi(@) ,
et par suite des homomorphismes (du type Gysin) |
1,0 HTNELD — BNZXA) dee. H(Y,TH — HO(X,A)
(homomorphisme de degrd d de groupes gradu&). -D'ailleurs, utilisant
1'homomorphisme de restriction Hé(X,A)-aH‘(Y,A), on voit que les ocups-
produits permettent de regarder les deux membres de (=) comme des modules

gradués sur l'anneau gradud H%(XQA). On vérifie aisdment la formule de

projection, affirment que l'homomorphisme en question est lindaire paxr




rapport & HY(X,a).
- Considérons alors le composé

11, B (L,T) — H'(X,8) — E(Y,4)

4

qui est un homomorphisme d'objets graduds de dergé &, lindaire par rappor
Y E;TX,A). Regardant les merbres e itr8mes par comme des modules sur
HF(Y,A},A on peut se demander si cet homomorphisme n'est pas en fait
liréaire par rapport & H*(Y,A); on sait seulement & pfiori qu'il l'est
par rapport an sous-smneau Im(E (X,A)— XH T,4)). On grgne ésns le
cas ol H%(Xgﬁ)—~ H'(Y,a) est surjectif.

Mals utilisons maintenant le faisceau structural QX et le fait que %
Y soit défini par un Idéal d » ce qui nous permet d'introduire le voisinawg
ge tubulaire § de ¥ dans X. Utilisant 4), 1l'hypothdse de pureté pour i9A9i
d implique la m@me hypothdse pour g,gp d, ce qui nous raméne au cas ”
ol X est un voisinage tubulaire de Y? Mais daas ce cas, en vertu de 2),
H(X,4)— H'(Y,4) est surjectif, & gegem |

Cas particulier Soient X un sfhéma lisse sur un S, Y un sous-schéma

lisse de codimension ¢, on travaille avec les topos étales? On prend pouri
”A”uu’faisceauftcnﬁtart’gyng"m“pr@mier~auXa0aradvéristiques«?éat&aelles‘&42
I, 8% d=2c . Om trouwve alors, pour tout %aisceau de A-Modules F sur X
qui est localement libre au voisimnge étabe de Y, dechbmomorphismes de
Gysin de degré d=2c

i, HY(T,P\Y) — H“(K,Fﬁ}xmﬁ“) ,
et on trouve la formule

L) =Ty, avec T-1f1 (1)¢ HZC(Y,/;?.(mﬁc) :
Orm v [

(Sens doute (g’est/lé“éérniére classe de Chern du f£ibré conorzal de Y dans

X , mais or n'a: prouvé que des énoncés un peu moins précis et générauxe..)
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