
so dass

ξ(t) = 1
2
− (tt+ 1

4
)

∞∫
1

ψ(x)x−
3
4 cos(1

2
t log x) dx

oder auch

ξ(t) = 4

∞∫
1

d(x
3
2ψ′(x))

dx
x−

1
4 cos(1

2
t log x) dx.

Diese Function ist für alle endlichen Werthe von t endlich, und lässt sich
nach Potenzen von tt in eine sehr schnell convergirende Reihe entwickeln.
Da für einen Werth von s, dessen reeller Bestandtheil grösser als 1 ist,
log ζ(s) = −∑

log(1 − p−s) endlich bleibt, und von den Logarithmen der
übrigen Factoren von ξ(t) dasselbe gilt, so kann die Function ξ(t) nur ver-
schwinden, wenn der imaginäre Theil von t zwischen 1

2
i und −1

2
i liegt. Die

Anzahl der Wurzeln von ξ(t) = 0, deren reeller Theil zwischen 0 und T liegt,
ist etwa

=
T

2π
log

T

2π
− T

2π
;

denn das Integral
∫
d log ξ(t) positiv um den Inbegriff der Werthe von t er-

streckt, deren imaginärer Theil zwischen 1
2
i und −1

2
i und deren reeller Theil

zwischen 0 und T liegt, ist (bis auf einen Bruchtheil von der Ordnung der

Grösse
1

T
) gleich

(
T log

T

2π
− T

)
i; dieses Integral aber ist gleich der Anzahl

der in diesem Gebiet liegenden Wurzeln von ξ(t) = 0, multiplicirt mit 2πi.
Man findet nun in der That etwa so viel reelle Wurzeln innerhalb dieser Gren-
zen, und es ist sehr wahrscheinlich, dass alle Wurzeln reell sind. Hiervon wäre
allerdings ein strenger Beweis zu wünschen; ich habe indess die Aufsuchung
desselben nach einigen flüchtigen vergeblichen Versuchen vorläufig bei Sei-
te gelassen, da er für den nächsten Zweck meiner Untersuchung entbehrlich
schien.

Bezeichnet man durch α jede Wurzel der Gleichung ξ(α) = 0, so kann
man log ξ(t) durch ∑

log
(
1− tt

αα

)
+ log ξ(0)

ausdrücken; denn da die Dichtigkeit der Wurzeln von der Grösse t mit t nur
wie log

t

2π
wächst, so convergirt dieser Ausdruck und wird für ein unendliches

t nur unendlich wie t log t; er unterscheidet sich also von log ξ(t) um eine
Function von tt, die für ein endliches t stetig und endlich bleibt und mit
tt dividirt für ein unendliches t unendlich klein wird. Dieser Unterschied ist
folglich eine Constante, deren Werth durch Einsetzung von t = 0 bestimmt
werden kann.
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Mit diesen Hülfsmitteln lässt sich nun die Anzahl der Primzahlen, die
kleiner als x sind, bestimmen.

Es sei F (x), wenn x nicht gerade einer Primzahl gleich ist, gleich dieser
Anzahl, wenn aber x eine Primzahl ist, um 1

2
grösser, so dass für ein x, bei

welchem F (x) sich sprungweise ändert,
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